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Definition 1. (vom letzten Blatt) Sei S eine Sprache und 2 eine S-Substruktur von B. Ist I
eine Erweiterung von 2 durch Belequng von Variablen, so ist ME die Funktion mit Definitions-
menge {¥V} U S U Var, welche M® | ({V}US) =B und M® | Var =M | Var erfillt.

Wir sagen dass ¢ aus L° absolut zwischen 21 und B ist, falls M(p) = M® () fiir jede Erweite-
rung 9N von 2A durch Belegung von Variablen.

Aufgabe 1: (3 Punkte) Beweisen Sie folgende Aussagen.

(a) Die Menge der zwischen 20 und B absoluten Formeln ist abgeschlossen unter Negation,
Konjunktion und Disjunktion.
(b) Jede quantorenfreie Formel ist absolut zwischen 2 und B (quantorenfreie Formeln sind
solche Formeln, in denen keine Quantoren (V/3) auftreten).
(c) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(a) 2 ist elementare Unterstruktur von 9B, d.h. jedes ¢ aus L ist absolut zwischen 2
und ‘8.
(b) Ist ¢ aus L° und 9 eine Erweiterung von A durch Belegung von Variablen, so
impliziert M® (Jzp) = 1 bereits M(Jzp) = 1.

Aufgabe 2: (4 Punkte) Sei S eine Sprache, ® C L° und ¢, € L°.

(a) Zeigen Sie: ® = (¢ A 1) genau dann, wenn @ = ¢ und @ |= 1.

(b) Zeigen Sie: Wenn @ |= ¢ oder ® = ¢, dann @ |= (¢ V ).

(c) Geben Sie S, ®,p, 1 an, so dass ¢ |= (¢ V 1), aber weder ® |= ¢, noch ¢ = 9.

(d) Zeigen Sie: Wenn @ |= (¢ V ¥) und ® = —p, dann gilt & = 1.

(e) Gilt fir alle S, ®, p, 1 dass ¢ = (¢ <> 1) genau dann wenn ¢ = ¢ zu ¢ |= ¢ dquivalent
ist?

Aufgabe 3: (4 Punkte) Sei S eine Sprache, ¢ € L° und seien x und y Variablen, so dass y
nicht frei in ¢ vorkommt. Wir schreiben 3=z fiir 3z(p A Yy (¢ — 2 =y)).
Zeigen Sie, dass in jedem S-Modell 9 gilt:

M = I='zp gdw es genau ein a € M gibt mit m? E .
x
Aufgabe 4: (2 Punkte) Sei S eine Sprache, t,to, ...,t, € T und y, o, . . ., r,, Variablen. Zeigen

Sie: Wenn y € var(t;2=22), so ist y € var(ty) U ... Uvar(t,) oder (y € var(t) und y # w; fiir
0<i<n).



